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Αποδείξεις στα Μαθηματικά κατεύθυνσης 
Γ Λυκείου 

 Όριο – ςυνέχεια ςυνάρτηςησ  
 
1. Να αποδειχκεί ότι 𝐥𝐢𝐦

𝒙→𝒙𝟎

𝑷(𝒙) = 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝒙𝟎

𝑷(𝒙𝟎) 

    Απόδειξθ :  

Ζςτω το πολυώνυμο P(x)= 𝛼𝜈𝑥
𝜈 + 𝛼𝜈−1𝑥

𝜈−1 + ⋯ + 𝛼1𝑥 + 𝛼0  

Σφμφωνα με τισ ιδιότθτεσ των ορίων ζχουμε  

lim
𝑥→𝑥0

𝑃 𝑥 = lim
𝑥→𝑥0

( 𝛼𝜈𝑥
𝜈 + 𝛼𝜈−1𝑥

𝜈−1 + ⋯ + 𝛼1𝑥 + 𝛼0)

= lim
𝑥→𝑥0

 𝛼𝜈𝑥
𝜈 + lim

𝑥→𝑥0

 𝛼𝜈−1𝑥
𝜈−1 + ⋯ + lim

𝑥→𝑥0

𝑎0

= 𝛼𝜈  lim
𝑥→𝑥0

𝑥𝜈 + 𝛼𝜈−1 lim
𝑥→𝑥0

 𝑥𝜈−1 + ⋯ + lim
𝑥→𝑥0

𝑎0

= 𝛼𝜈𝑥0
𝜈 + 𝛼𝜈−1 𝑥0

𝜈−1 + ⋯ + 𝑎0 = 𝑃(𝑥0) 

2. Να αποδειχκεί ότι : 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎

 𝜼𝝁𝒙 = 𝟎 𝜿𝜶𝜾  𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝟎

 𝝈𝝊𝝂𝒙 = 𝟏  

   Απόδειξθ : 

 Σφμφωνα με τθν ανιςότθτα |θμx|≤ |𝑥| ζχω  -|x|≤θμ𝑥 ≤ |𝑥|  

Και επειδι : 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

(-|x|)=𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

(|x|)=0 από το κριτιριο παρεμβολισ ζχουμε ότι  : 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

 𝜂𝜇𝑥 = 0 

 Γνωρίηουμε ότι : 𝜎𝜐𝜈2𝑥 = 1 − 𝜂𝜇2𝑥   οπότε  ςυνx= 1 − 𝜂𝜇2𝑥 

 Για κάκε 𝑥 ∈  −
𝜋

2
, 0 ∪  0,

𝜋

2
  επομζνωσ lim

𝑥→0
 𝜎𝜐𝜈𝑥 =  lim

𝑥→0
 1 − 𝜂𝜇2𝑥 =

 1 −  lim
𝑥→0

 𝜂𝜇2𝑥 =  1 − 0=1 
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3. Να διατυπωκεί το κεώρθμα Bolzano και να δοκεί θ γεωμετρικι του 

ερμθνεία  

                  Απάντθςθ: 

Ζςτω μια ςυνάρτθςθ f οριςμζνθ ςε ζνα κλειςτό διάςτθμα                   [α,β] θ οποία : 

 Η f είναι ςυνεχισ ςτο *α,β+ 

 f (α) f(β)<0 

τότε υπάρχει ζνα τουλάχιςτον x0∈(α,β) τζτοιο ώςτε f(x0)=0 

δθλαδι : υπάρχει μια τουλάχιςτον ρίηα τθσ εξίςωςθσ f(x)=0 ςτο ανοιχτό διάςτθμα 

(α,β) 

 

γεωμετρική ερμηνεία:  

 

 

 

 

 

 

 

Στο παραπάνω ςχιμα ζχουμε τθ γραφικι παράςταςθ μιασ ςυνεχοφσ ςυνάρτθςθσ . 

επειδι τα ςθμεία Α(α,f(α)) και Β(β,f(β)) βρίςκονται εκατζρωκεν του άξονα x΄x , θ 

γραφικι παράςταςθ τθσ f τζμνει τον x΄x ςε ζνα τουλάχιςτον ςθμείο   
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4. Να διατυπωκεί και να αποδειχκεί το κεώρθμα ενδιάμεςων τιμών 

Διατφπωςη: ζςτω μια ςυνάρτθςθ f οριςμζνθ ςε ζνα κλειςτό διάςτθμα *α,β+ . Αν : 

 Η f είναι ςυνεχισ ςτο *α,β+ 

 f (α)≠ f(β) 

τότε για κάκε αρικμό θ μεταξφ των f(α) και f(β) υπάρχει ζνασ τουλάχιςτον x0∈(α,β) 

τζτοιοσ ώςτε f(x0)=θ 

Απόδειξη:  

Υποκζτουμε ότι f(α)<f(β) τότε κα ιςχφει f(α)<θ<f(β) αν κεωριςουμε τθν ςυνάρτθςθ 

g(x)=f(x)-θ , x∈*α,β+, παρατθροφμε ότι : 

 θ g είναι ςυνεχισ ςτο *α,β+ και  

 g(α)=f(α)-θ<0 και 

g(β)=f(β)-θ>0 

επομζνωσ ςφμφωνα με το θεώρημα του Bolzano , υπάρχει ζνα τουλάχιςτον 

x0∈(α,β) , τζτοιο ώςτε g(x0)=f(x0)-θ=0 , οπότε f(x0)=θ 
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 Διαφορικόσ λογιςμόσ – παράγωγοσ ςυνάρτηςησ  

5.  Να αποδείξετε ότι αν μια ςυνάρτθςθ είναι παραγωγίςιμθ ςε ζνα ςθμείο x0 

τότε είναι και ςυνεχισ ςτο ςθμείο αυτό.  

Το αντίςτροφο ιςχφει; Να δοκεί αντιπαράδειγμα  

Απόδειξθ : 

Για x≠ 𝑥0 ζχουμε: 

𝑓 𝑥 − 𝑓 𝑥0 =
𝑓 𝑥 − 𝑓 𝑥0 

𝑥 − 𝑥0
∙  𝑥 − 𝑥0  

Οπότε  

lim
𝑥→𝑥0

 𝑓 𝑥 − 𝑓 𝑥0  = lim
𝑥→𝑥0

 
𝑓 𝑥 − 𝑓 𝑥0 

𝑥 − 𝑥0
∙  𝑥 − 𝑥0     

= lim
𝑥→𝑥0

𝑓 𝑥 −𝑓 𝑥0 

𝑥−𝑥0
∙ lim
𝑥→𝑥0

 𝑥 − 𝑥0 = 𝑓΄ 𝑥0 ∙ 0=0 

Αφοφ θ f είναι παραγωγίςιμθ ςτο x0 . 

 Επομζνωσ : lim
𝑥→𝑥0

 𝑓 𝑥 =  𝑓 𝑥0  

Το αντίςτροφο δεν ιςχφει!! Δηλαδή μια ςυνεχήσ ςυνάρτηςη ςε ζνα ςημείο x0 δεν 

είναι απαραίτητα και παραγωγίςιμη . 

Αντιπαράδειγμα: είναι η 𝑓(𝑥) = |𝑥| η οποία είναι ςυνεχήσ ςτο 0 αλλά όχι 

παραγωγίςιμη  

Απόδειξη:  

lim
x→0+

f x − f 0 

x − 0
= lim

x→0+

x

x
= 1 

 lim
x→0−

 
f x −f 0 

x−0
= lim

x→0−

−x

x
= −1 

 



ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΘΕΤΙΚΗΣ – ΤΕΧΝΟΛΟΓΙΚΗΣ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ  Γ΄ ΛΥΚΕΙΟΥ  

ΑΝΔΡΙΟΠΟΤΛΟΤ ΣΑΙΑΝΝΑ - ΜΑΘΗΜΑΣΙΚΟ ελίδα 5 
 

 

Αν μια ςυνάρτθςθ δεν είναι ςυνεχισ ςε ζνα ςθμείο χ0  τότε δεν μπορεί να είναι 

παραγωγίςιμθ ςτο ςθμείο x0 

6.  Να αποδειχκεί ότι άν f(x)=c τότε f΄(x)=0 

Απόδειξθ : 

Αν x0 είναι ζνα ςθμείο του ℝ τότε για  𝑥 ≠ 𝑥0  ιςχφει : 

𝑓 𝑥 − 𝑓 𝑥0 

𝑥 − 𝑥0
=

𝑐 − 𝑐

𝑥 − 𝑥0
= 0 

Επομζνωσ : 

lim
𝑥→𝑥0

𝑓 𝑥 − 𝑓 𝑥0 

𝑥 − 𝑥0
= 0 

         Άρα   (c)΄=0 

7. Να αποδειχκεί ότι άν f(x)=x  τότε f΄(x)=1 

           Απόδειξθ : 

Αν x0 είναι ζνα ςθμείο του ℝ τότε για χ≠ 𝜒0 ιςχφει : 

𝑓 𝑥 − 𝑓 𝑥0 

𝑥 − 𝑥0
=

𝑥 − 𝑥0

𝑥 − 𝑥0
= 1 

Επομζνωσ : 

lim
𝑥→𝑥0

𝑓 𝑥 − 𝑓 𝑥0 

𝑥 − 𝑥0
= lim

𝑥→𝑥0

1 = 1 

Άρα (χ)΄=1 
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8.  Έςτω θ ςυνάρτθςθ f(x)=xv , v∈ ℕ −  𝟎, 𝟏  θ ςυνάρτθςθ f  είναι 

παραγωγίςιμθ ςτο ℝ και ιςχφει f΄(x)=νxν-1 

Απόδειξθ : 

Αν x0 είναι ζνα ςθμείο του ℝ τότε για x≠ 𝑥0 ιςχφει : 

𝑓 𝑥 − 𝑓 𝑥0 

𝑥 − 𝑥0
=

𝑥𝜈 − 𝑥0
𝜈

𝑥 − 𝑥0
=

 𝑥 − 𝑥0  𝑥
𝜈−1 + 𝑥𝜈−2𝑥0 + ⋯ + 𝑥0

𝜈−1 

𝜒 − 𝜒0

= 𝑥𝜈−1 + 𝑥𝜈−2𝑥0 + ⋯ + 𝑥0
𝜈−1 

 Οπότε  

lim
𝑥→𝑥0

𝑓 𝑥 − 𝑓 𝑥0 

𝑥 − 𝑥0
= lim

𝑥→𝑥0

 𝑥𝜈−1 + 𝑥𝜈−2𝑥0 + ⋯ + 𝑥0
𝜈−1 = 𝑥0

𝜈−1 + ⋯ + 𝑥0
𝜈−1

= 𝜈𝑥0
𝜈−1 

                  Άρα (xν)΄= νxν-1   , x∈ ℝ  

9. Έςτω θ ςυνάρτθςθ f(x)= 𝒙. Η ςυνάρτθςθ f  είναι παραγωγίςιμθ ςτο(0,+∞) 

και ιςχφει f΄(x)=
𝟏

𝟐 𝒙
 

 Απόδειξθ : 

Αν x0 είναι ζνα ςθμείο του (0,+∞)  τότε για x≠ 𝑥0 ιςχφει : 

𝑓 𝑥 − 𝑓 𝑥0 

𝑥 − 𝑥0
=

 𝑥 −  𝑥0

𝑥 − 𝑥0
=

  𝑥 −  𝑥0 ( 𝑥 +  𝑥0)

(𝑥 − 𝑥0)( 𝑥 +  𝑥0)
=

𝑥 − 𝑥0

 𝑥 − 𝑥0   𝑥 +  𝑥0 

=
1

  𝑥 +  𝑥0 
 

Οπότε :  

lim
𝑥→𝑥0

𝑓 𝑥 − 𝑓 𝑥0 

𝑥 − 𝑥0
= lim

𝑥→𝑥0

1

  𝑥 +  𝑥0 
=

1

2 𝑥0

 

Άρα :   (  𝒙)΄ =  
𝟏

𝟐 𝒙
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10.  Η ςυνάρτθςθ f(x)=θμx είναι παραγωγίςιμθ με f΄(x)=ςυνx  

 

 (χωρίσ απόδειξθ)  

 

11. Η ςυνάρτθςθ f(x)=ςυνx είναι παραγωγίςιμθ με f΄(x)= - θμx  

 

(Χωρίσ Απόδειξθ ) 

 

12.  Αν οι ςυναρτιςεισ f και g είναι παραγωγίςιμεσ ςτο x0 , τότε να αποδειχκεί 

ότι θ ςυνάρτθςθ f+g είναι παραγωγίςιμθ ςτο x0 και ιςχφει   (f+g)΄(x0)=f΄(x0)+g΄(x0)  

 

 Απόδειξθ : 

Για x≠ 𝑥0 ιςχφει : 

                           
 f+g  x − f+g  x0 

x−x0
=  

f x +g x −f x0 −g x0 

x−x0
=  

f x − f(x0)

x − x0
+

g x − g(x0)

x − x0
 

Επειδι οι ςυναρτιςεισ f Και g είναι παραγωγίςιμεσ ςτο χ0  ζχουμε  

lim
𝑥→𝑥0

 f + g  x −  f + g  x0 

x − x0
= lim

𝑥→𝑥0

f x − f(x0)

x − x0
+ lim

𝑥→𝑥0

g x − g(x0)

x − x0

= f΄ x0 + g΄ x0  

13.  Αν οι ςυναρτιςεισ f και g είναι παραγωγίςιμεσ ςτο x0 , τότε και θ 

ςυνάρτθςθ f∙g είναι παραγωγίςιμθ ςτο χ0 και ιςχφει :  

(f∙g)΄(x0)=f΄(x0) ∙g(x0)+f(x0) ∙g΄(x0) 

(χωρίσ απόδειξθ)  
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14. Να αποδείξετε ότι (xα)΄=αxα-1 ∀ 𝜶 ∈ ℝ − ℤ , x>0 

Απόδειξθ:                      

Πράγματι , αν 𝑥𝑎 = 𝑒𝑎 ln 𝑥    και κζςουμε u=αlnx τότε ζχουμε  

 𝑥𝛼 ′ =  𝑒𝛼 ln 𝑥 
′

=  𝑒𝑢 ′ =  𝑒𝑢 ∙ 𝑢′ = 𝑒𝛼 ln 𝑥 ∙ 𝛼 ∙
1

𝑥
= 𝑥𝑎 ∙ 𝑎 ∙

1

𝑥
= 𝑎 ∙ 𝑥𝑎−1  

 

15.  Να αποδείξετε ότι: (αx)΄=αχlnα 

 Απόδειξθ:      

                 

 Πράγματι , αν   𝑎𝑥 = 𝑒𝑥 ln 𝑎  και κζςουμε 𝑢 = 𝑥𝑙𝑛𝛼  τότε ζχουμε  

 𝑎𝑥 ′ =  𝑒𝑥 ln 𝑎 
′

=   𝑒𝑢 ′ = 𝑒𝑢 ∙ 𝑢′ = 𝑒𝑥 ln 𝑎 ∙ ln 𝑎 = 𝑎𝑥 ∙ ln 𝑎 

 

16.  Να αποδείξετε ότι : (ln|x|)΄=
𝟏

𝒙
 , x∈ ℝ∗ 

 Απόδειξθ:                      

Πράγματι  

- Αν x>ο , τότε (ln|x|)΄=(lnx)΄=
1

𝜒
 , ενώ  

- Αν x<ο ,τότε ln|x|=ln(-x), οπότε αν κζςουμε y=ln(-x) και 

 u=-x  ζχουμε y=lnu. Επομζνωσ :  y΄=*lnu+΄=
1

𝑢
𝑢΄ =

1

−𝑥
 −1 =

1

𝑥
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17.  Να διατυπωκεί και να ερμθνευκεί γεωμετρικά το Θεώρθμα Rolle  

Διατφπωςη:   

Αν μια ςυνάρτθςθ f είναι :  

 Συνεχισ ςτο κλειςτό διάςτθμα *α,β+ 

 Παραγωγίςιμθ ςτο ανοικτό διάςτθμα 

(α,β) 

 f(α)=f(β) 

τότε υπάρχει ζνα τουλάχιςτον ξ∈ (𝛼, 𝛽) τζτοιο ώςτε :  

f΄(ξ)=0 

 γεωμετρική ερμηνεία : 

γεωμετρικά αυτό ςθμαίνει ότι υπάρχει ζνα τουλάχιςτον ξ∈ (𝛼, 𝛽) τζτοιο ώςτε θ 

εφαπτομζνθ τθσ Cf ςτο Μ(ξ,f(ξ)) να είναι παράλλθλθ ςτον άξονα χ΄χ  

 

18.  Να διατυπωκεί το Θεώρθμα μζςθσ τιμισ διαφορικοφ λογιςμοφ (Θ.Μ.Τ)  και 

να δοκεί θ γεωμετρικι του ερμθνεία  

 

 Διατφπωςη: 

Αν μια ςυνάρτθςθ f είναι :  

 Συνεχισ ςτο κλειςτό διάςτθμα *α,β+ 

 Παραγωγίςιμθ ςτο ανοικτό διάςτθμα (α,β) 

τότε υπάρχει ζνα τουλάχιςτον ξ∈ (𝛼, 𝛽) τζτοιο ώςτε :  

 𝑓΄ 𝜉 =
𝑓 𝛽 −𝑓(𝑎)

𝛽−𝑎
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γεωμετρική ερμηνεία : 

γεωμετρικά αυτό ςθμαίνει ότι υπάρχει ζνα 

τουλάχιςτον ξ∈ (𝛼, 𝛽) τζτοιο ώςτε θ 

εφαπτομζνθ τθσ Cf ςτο Μ(ξ,f(ξ)) να είναι 

παράλλθλθ τθσ ευκείασ ΑΒ 

  

19.  Να αποδείξετε ότι αν μια ςυνάρτθςθ f οριςμζνθ ςε ζνα διάςτθμα Δ  

 είναι ςυνεχισ ςτο Δ και 

  f΄(x)=0 για κάκε εςωτερικό ςθμείο του Δ 

 τότε θ f είναι ςτακερι ςε όλο το Δ 

(1θ ςυνζπεια του Θ.Μ.Τ) 

Απόδειξθ : 

Αρκεί να αποδείξουμε ότι για οποιαδιποτε χ1,χ2∈Δ ιςχφει f(x1)=f(x2) 

Πράγματι :  

 Αν x1=x2 , τότε προφανώσ f(x1)=f(x2)  

 Αν  x1<x2 , τότε ςτο διάςτθμα *χ1, χ2+ θ f ικανοποιεί τισ υποκζςεισ του 

κεωριματοσ μζςθσ τιμισ επομζνωσ υπάρχει ξ∈ ( χ1, χ2) τζτοιο ώςτε     

f΄(ξ)= 
𝑓 𝑥2 −𝑓 𝑥1 

χ2−χ1
     (1)  

Επειδι είναι εςωτερικό ςθμείο του Δ ,ιςχφει f΄(ξ)=0 οπότε λόγω τθσ (1) είναι 

f(x1)=f(x2).  

 Αν x1>x2 , τότε ομοίωσ αποδεικνφεται ότι f(x1)=f(x2) 

Σε όλεσ λοιπόν τισ περιπτώςεισ είναι f(x1)=f(x2)  



ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΘΕΤΙΚΗΣ – ΤΕΧΝΟΛΟΓΙΚΗΣ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ  Γ΄ ΛΥΚΕΙΟΥ  

ΑΝΔΡΙΟΠΟΤΛΟΤ ΣΑΙΑΝΝΑ - ΜΑΘΗΜΑΣΙΚΟ ελίδα 11 
 

 

20.  Έςτω δυο ςυναρτιςεισ f και g οριςμζνεσ ςε ζνα διάςτθμα αν  

 Οι f , g είναι ςυνεχείσ ςτο Δ και  

 f΄(x)=g΄(x) για κάκε εςωτερικό ςθμείο x του Δ  

τότε να αποδείξετε ότι υπάρχει ςτακερά c τζτοια ώςτε για κάκε x∈Δ να ιςχφει : 

f(x)=g(x)+c 

Απόδειξθ : 

Η ςυνάρτθςθ f-g  είναι ςυνεχισ ςτο Δ και για κάκε εςωτερικό ςθμείο  𝑥 ∈Δ  ιςχφει  

(f-g)΄(x)=f΄(x)-g΄(x)=0  

Επομζνωσ ςφμφωνα με το παραπάνω κεώρθμα , θ ςυνάρτθςθ f-g  είναι ςτακερι 

ςτο Δ . άρα υπάρχει ςτακερά c τζτοια ώςτε για κάκε  x∈Δ να ιςχφει f(x)-g(x)=c οπότε 

f(x)=g(x)+c 

21.  ζςτω μια ςυνάρτθςθ f  θ οποία είναι ςυνεχισ ςτο διάςτθμα Δ να 

αποδείξετε ότι  

 Αν f΄(x)>0 ςε κάκε εςωτερικό ςθμείο του Δ , τότε θ f είναι γνθςίωσ   αφξουςα  

ςε όλο το Δ  

 Αν f΄(x)<0 ςε κάκε εςωτερικό ςθμείο του Δ , τότε θ f είναι γνθςίωσ φκίνουςα 

ςε όλο το Δ  

Απόδειξθ:  

      Αποδεικνφουμε το κεώρθμα ςτθν περίπτωςθ που f΄(x)>0  

   Ζςτω x1,x2∈Δ με x1<x2 κα δείξουμε ότι f(x1)<f(x2)  
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  Πράγματι ςτο διάςτθμα *χ1,χ2+ θ f ικανοποιεί τισ προχποκζςεισ  του     Θ.Μ.Τ . 

Επομζνωσ υπάρχει ξ ∈( χ1,χ2) τζτοιο ώςτε f΄(ξ)= 
𝑓 𝑥2 −𝑓 𝑥1 

χ2−χ1
 

  Οπότε ζχουμε : 𝑓 𝑥2 − 𝑓 𝑥1 = f΄(ξ) ( x2 − x1) 

 Επειδι f΄(ξ)>0 και x2 − x1 > 0 ,ζχουμε ότι 𝑓 𝑥2 − 𝑓 𝑥1 > 0 

οπότε  𝑓 𝑥2 > 𝑓 𝑥1  

ομοίωσ αποδεικνφεται και ςτθν περίπτωςθ που f΄(x)<0 
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22.  Έςτω μια ςυνάρτθςθ f οριςμζνθ ςε ζνα διάςτθμα Δ και x0 ζνα εςωτερικό 

ςθμείο του Δ . Να αποδειχκεί ότι : Αν θ f παρουςιάηει τοπικό ακρότατο ςτο x0 και 

είναι παραγωγίςιμθ  ςτο ςθμείο αυτό τότε :  

                                 f΄(x0)=0 

Απόδειξθ:  

    Ασ υποκζςουμε ότι θ f παρουςιάηει ςτο  

χ0  τοπικό μζγιςτο  

     Επειδι το χ0 είναι εςωτερικό ςθμείο 

του Δ και θ f παρουςιάηει ςε    

     Αυτό τοπικό μζγιςτο, υπάρχει δ>0 

τζτοιο ώςτε 𝑥0 − 𝛿, 𝑥0 + 𝛿 ⊆ 𝛥  

 

     Και 𝑓 𝑥 ≤ 𝑓 𝑥0   ∀ 𝑥 ∈  𝑥0 − 𝛿, 𝑥0 + 𝛿   (1) 

      Επειδι  επιπλζον , θ f είναι παραγωγίςιμθ ςτο x0 , ιςχφει : 

𝑓΄ 𝑥0 = lim
𝑥→𝑥0

−

𝑓 𝑥 − 𝑓(𝑥0)

𝑥 − 𝑥0
= lim

𝑥→𝑥0
+

𝑓 𝑥 − 𝑓(𝑥0)

𝑥 − 𝑥0
 

 -αν 𝑥 ∈  𝑥0 − 𝛿, 𝑥0  𝜏ό𝜏𝜀 𝜆ό𝛾𝜔 𝜏𝜂𝜍  1 𝜃𝛼 𝜀ί𝜈𝛼𝜄
𝑓 𝑥 −𝑓(𝑥0)

𝑥−𝑥0
≥ 0 , οπότε κα 

ζχουμε: 𝑓΄ 𝑥0 =  lim
𝑥→𝑥0

−

𝑓 𝑥 −𝑓(𝑥0)

𝑥−𝑥0
≥ 0 (2) 

- αν 𝑥 ∈  𝑥0 , 𝑥0 + 𝛿  𝜏ό𝜏𝜀 𝜆ό𝛾𝜔 𝜏𝜂𝜍  1 𝜃𝛼 𝜀ί𝜈𝛼𝜄
𝑓 𝑥 −𝑓(𝑥0)

𝑥−𝑥0
≤ 0, οπότε κα 

ζχουμε: 𝑓΄ 𝑥0 =  lim
𝑥→𝑥0

−

𝑓 𝑥 −𝑓(𝑥0)

𝑥−𝑥0
≤ 0 (3)  

Από τισ (2) και (3) ζχουμε ότι : 𝑓΄ 𝑥0 =0 
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23.  Έςτω μια ςυνάρτθςθ f παραγωγίςιμθ ςε ζνα διάςτθμα (α,β) , με εξαίρεςθ 

ίςωσ ζνα ςθμείο του χ0, ςτο οποίο όμωσ θ f είναι ςυνεχισ . να αποδειχκοφν τα 

παρακάτω:  Αν  f΄(x)>0 ςτο (α,x0)  και  f΄(x)<0  ςτο (χ0,β) τότε το f(x0) είναι    τοπικό 

μζγιςτο τθσ f         

 i)Αν  f΄(x)<0 ςτο (α,x0)  και  f΄(x)>0  ςτο (x0,β) τότε το    f(x0)   είναι τοπικό ελάχιςτο  

τθσ f 

  ii)Αν θ f΄(x) διατθρεί πρόςθμο ςτο  𝜶, 𝒙𝟎 ∪  𝒙𝟎, 𝜷  τότε το    f(x0) δεν είναι 

τοπικό ακρότατο και θ f  είναι γνθςίωσ  μονότονθ ςτο (α,β) 

      Απόδειξθ : 

i)Επειδι f΄(x)>0 για κάκε   𝑥 ∈  α, x0  και θ f είναι ςυνεχισ ςτο x0 θ f     είναι 

γνθςίωσ αφξουςα ςτο (α,χ0+ ζτςι κα ζχουμε 𝑓 𝑥 ≤ 𝑓 𝑥0  για κάκε x∈ (  α, x0  (1) 

  Επειδι f ‘ (x)<0  για κάκε x∈  x0 , β  και θ f είναι ςυνεχισ ςτο x0      θ f είναι 

γνθςίωσ φκίνουςα  ςτο * χ0,β)  ζτςι κα ζχουμε           𝑓 𝑥 ≤  𝑓 𝑥0  για κάκε 

x∈ [ x0 , β)   (2) 

Από (1), (2) προκφπτει ότι ιςχφει 𝑓 𝑥 ≤  𝑓 𝑥0   για κάκε  𝑥 ∈  (α,β) 

Που ςθμαίνει ότι το f(x0) είναι μζγιςτο τθσ f ςτο (α,β) και άρα τοπικό μζγιςτο αυτισ  

ii)Ομοίωσ  

iii)Ζςτω ότι f΄(x)>0 για κάκε x∈  α, x0 ∪  x0 , β  

Επειδι θ f  είναι ςυνεχισ ςτο χ0 κα είναι γνθςίωσ αφξουςα ςε κακζνα από τα 

διαςτιματα  ( α, x0  και * x0,β)   επομζνωσ για x1<x0<x2 ιςχφει f(x1)<f(x0)<f(x2) . άρα το 

f(x0) δεν είναι τοπικό ακρότατο τθσ f . κα δείξουμε ότι θ f είναι γνθςίωσ αφξουςα ςτο 

(α,β) 

Πράγματι , ζςτω x1,x2 ∈ (α,β) με x1<x2  

-Αν x1,x2 ∈ (  α, x0  επειδι θ f είναι γνθςίωσ αφξουςα ςτο ( α, x0  κα ιςχφει f(x1)< f(x2) 
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-Αν x1,x2∈[ x0,β) επειδι θ f είναι γνθςίωσ αφξουςα ςτο  [ x0,β) κα ιςχφει f(x1)<f(x2) 

-Αν x1<x0<x2 τότε όπωσ είδαμε f(x1)<f(x0)<f(x2) 

 οπότε ςε όλεσ τισ περιπτώςεισ f(x1)<f(x2) δθλαδι θ f είναι γνθςίωσ αφξουςα ςτο 

(α,β) 
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 Ολοκληρωτικόσ λογιςμόσ  

 

24. Έςτω μια ςυνάρτθςθ f οριςμζνθ ςε ζνα διάςτθμα Δ . αν  F    είναι μια 

παράγουςα τθσ f  ςτο Δ να αποδείξετε ότι :  

 Όλεσ οι ςυναρτιςεισ τθσ μορφισ G(x)=F(x)+c , c∈ ℝ , είναι παράγουςεσ τθσ f 

ςτο Δ και  

 Κάκε άλλθ παράγουςα G τθσ f ςτο Δ παίρνει τθ μορφι  

                               G(x)=F(x)+c 

                                             Απόδειξθ:  

 Κάκε ςυνάρτθςθ τθσ μορφισ G(x)=F(x)+c όπου c∈ ℝ είναι μια παράγουςα τθσ 

f ςτο Δ , αφοφ  

G΄(x)=(F(x)+c)΄= F΄(x)=f(x) για κάκε  𝑥 ∈Δ 

 Ζςτω G είναι μια άλλθ παράγουςα τθσ f ςτο Δ. τότε για κάκε 𝑥 ∈Δ ιςχφουν : 

F΄(x)=f(x) και G΄(x)= f(x) ,  

οπότε F΄(x)= G΄(x) για κάκε χ∈Δ 

άρα ςφμφωνα με το πόριςμα τθσ 2.6 υπάρχει ςτακερά c τζτοια ώςτε G(x)=F(x)+c 

για κάκε 𝑥 ∈Δ 
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25.  Έςτω f μια ςυνεχισ ςυνάρτθςθ ςε ζνα διάςτθμα *α,β+ .   Αν G είναι μια 

παράγουςα τθσ f ςτο *α,β+ να αποδείξετε ότι :  

 𝒇 𝒙 𝒅𝒙 =
𝜷

𝜶

𝑮 𝜷 − 𝑮 𝜶  

(Θεμελιώδεσ Θεώρημα του ολοκληρωτικοφ λογιςμοφ ) 

Απόδειξθ:  

Σφμφωνα με προθγοφμενο κεώρθμα θ ςυνάρτθςθ  

F(x)= 𝑓 𝑥 𝑑𝑥
𝑥

𝑎
  είναι μια παράγουςα τθσ f ςτο *α,β+ . επειδι και θ G είναι μια 

παράγουςα τθσ f ςτο *α,β+ κα υπάρχει c∈ ℝ τζτοιο ώςτε G(x)=F(x)+c  (1) 

Από τθν (1) για χ=α ζχουμε G(α)=F(α)+c= 𝑓 𝑡 𝑑𝑡
𝛼

𝛼
+ 𝑐 = 𝑐 άρα G(α)= 𝑐 επομζνωσ 

G(x)=F(x)+ G(α) 

Από τθν (1) για χ=β ζχουμε : G(β)=F(β)+c= 𝑓 𝑡 𝑑𝑡
𝛽

𝛼
+ 𝐺(𝛼) άρα  

 G(β)=  𝑓 𝑡 𝑑𝑡
𝛽

𝛼
+ 𝐺(𝛼) δθλαδι :  

                 𝑓 𝑡 𝑑𝑡
𝛽

𝛼
= G(β) - 𝐺(𝛼) 


