
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Δπαλαιεπηηθέο αζθήζεηο  

παξαγώγωλ 2018 
 

 

 

 

 

 

 

Σηέιηνο Μηραήινγινπ – Γεκήηξεο Παηζηκάο 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



                                                                                                                                              www.askisopolis.gr 

2 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



                                                                                                                                              www.askisopolis.gr 

3 

 

Αζθήζεηο 

 

1. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε   2f x 4 x   ,  x 0,2 . 

   α) Να κειεηήζεηε ηελ f ωο πξνο ηελ κνλνηνλία. 

   β) Να δείμεηε όηη ε f αληηζηξέθεηαη θαη λα βξείηε ηελ αληίζηξνθή ηεο. 

   γ) Υιηθό ζεκείν Μ θηλείηαη επί ηεο fC  θαη ε ηεηκεκέλε ηνπ απμάλεηαη κε ξπζκό 0,1 κνλάδεο κήθνπο ην  

      δεπηεξόιεπην. 

    i. Να βξείηε ηνλ ξπζκό κεηαβνιήο ηεο ηεηαγκέλεο ηνπ ηε ρξνληθή ζηηγκή πνπ δηέξρεηαη από ην ζεκείν  

        A 3,1 . 

    ii. Αλ Κ,Λ νη πξνβνιέο ηνπ Μ ζηνπο άμνλεο x΄x θαη y΄y αληίζηνηρα, λα βξείηε ηνλ ξπζκό κεηαβνιήο ηνπ  

       εκβαδνύ ηνπ νξζνγωλίνπ ΟΚΜΛ ηε ρξνληθή ζηηγκή πνπ δηέξρεηαη από ην A . 

   δ) Να βξείηε ηηο ηηκέο ηνπ α 0 γηα ηηο νπνίεο ππάξρνπλ δύν εθαπηόκελεο ηεο fC  πνπ ζρεκαηίδνπλ κε  

      ηνπο άμνλεο ηξίγωλν κε εκβαδόλ α. 

 

 

2. Γίλεηαη ζπλάξηεζε f παξαγωγίζηκε ζην  0,  θαη ε ζπλάξηεζε    xg x e f x  ηεο νπνίαο ε 

γξαθηθή παξάζηαζε δίλεηαη ζην παξαθάηω ζρήκα. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

α) Να δείμεηε όηη ε f είλαη γλεζίωο θζίλνπζα. 

β) Να δείμεηε όηη  
x
lim f x 0


 . 

γ) Να βξείηε ην πιήζνο ηωλ ιύζεωλ ηεο εμίζωζεο  f x α, α  . 

δ) Να δείμεηε όηη  
x
lim g x 0


  . 

ε) Αλ ε g  είλαη γλεζίωο αύμνπζα ζην  0,  , λα δείμεηε όηη      2g 5 g 4 g 6   . 

ζη) Να ππνινγίζεηε ηα όξηα:  

    i.  
 x 0

1
lim

g x 10 
   ii. 

 
 

x

1
lim εκf x

f x

 
 
  

     iii.  
 x

1
lim f x εκ

f x

 
 
  

  

δ) Υιηθό ζεκείν Μ θηλείηαη επί ηεο gC  θαη ε ηεηκεκέλε ηνπ απμάλεηαη κε ξπζκό 1 κνλάδα ην  

    δεπηεξόιεπην. Αλ   3f 3 e   λα βξείηε ηελ ηαρύηεηα απνκάθξπλζήο ηνπ από ηελ αξρή ηωλ αμόλωλ, ηε  

   ρξνληθή ζηηγκή πνπ δηέξρεηαη από ην ζεκείν  A 3,4 . 
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3. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε  
3

2 2

2εκ x αx 1, x 0
f x

2εκ x x x α, x 0

   
 

   
. 

α) Να βξείηε ηε ηηκή ηεο παξακέηξνπ α  γηα ηελ νπνία ε f είλαη ζπλερήο ζην πεδίν  

     νξηζκνύ ηεο. 

Έζηω α 1 . 

β) Να δείμεηε όηη ππάξρεη  1x π,0   ηέηνην, ώζηε  1f x 0 . 

γ) Να δείμεηε όηη δελ εθαξκόδεηαη γηα ηελ f ην ζεώξεκα Rolle ζην  π,π . 

δ) Να δείμεηε όηη ε fC  δέρεηαη νξηδόληηα εθαπηνκέλε ζε ζεκείν κε ηεηκεκέλε  μ π,π  . 

 

 

4. Έζηω ζπλάξηεζε f παξαγωγίζηκε ζην  2,   θαη ε ζπλάξηεζε  
  3f x x

g x
x


  ηεο νπνίαο ε 

γξαθηθή παξάζηαζε δίλεηαη ζην παξαθάηω ζρήκα. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

α) Να ππνινγίζεηε ην όξην 
 x 1

1
lim

g x
 . 

β) Να ππνινγίζεηε ην όξην 
 x 1

1
lim

f x 1 
 . 

γ) Να ππνινγίζεηε ηα όξηα  
x
lim f x


 θαη  
x
lim f x


. 

δ) Να δείμεηε όηη ε 
fC  δηέξρεηαη από ηελ αξρή ηωλ αμόλωλ. 

ε) Να δείμεηε όηη ππάξρεη  0x 1,10   ηέηνην, ώζηε     3

0 0 0 0x f x f x 2x   . 

ζη) Αλ ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο g έρεη εθαπηνκέλε ζην ζεκείν   A 1,g 1  ηελ επζεία ε:
1 1

y x
2 2

    ,  

    λα βξείηε ηελ εθαπηνκέλε ηεο fC  ζην ζεκείν   B 1,f 1  . 

 

 

5. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε    xf x α ln x 1   , x 1  , α 0  κε α 1 . 

α)  Αλ  f x 1  γηα θάζε x 1  , λα απνδείμεηε όηη α e . 

β)  Γηα α e ,  

i.  λα απνδείμεηε όηη ε ζπλάξηεζε f είλαη θπξηή. 

ii. λα απνδείμεηε όηη ε f είλαη γλεζίωο θζίλνπζα ζην  1,0  θαη γλεζίωο αύμνπζα ζην 0, . 

iii. αλ    β,γ 1,0 0,    , λα απνδείμεηε όηη ε εμίζωζε  
   f β 1 f γ 1

0
x 1 x 2

 
 

 
 έρεη ηνπιάρηζηνλ  

    κηα ξίδα ζην  1,2 .     
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6. Έζηω ε ζπλάξηεζε   2f x ln x 2ln x 2x 2, x 0     . 

   α) Να απνδείμεηε όηη ε f είλαη γλεζίωο θζίλνπζα ζην πεδίν νξηζκνύ ηεο. 

   β) Να βξείηε ην πιήζνο ηωλ ξηδώλ ηεο εμίζωζεο    ln x ln x 2 2 x 2   . 

   γ) Να απνδείμεηε όηη        2 2f x f x f x 1 f x 1         γηα θάζε x 1 . 

   δ) Να απνδείμεηε        2 2 22xf x f x 3ln 2 6ln2 2xf x 1 f x 1 6         γηα θάζε x 1 . 

 

 

7. Γίλνληαη νη ζπλαξηήζεηο   2f x x 1   θαη   3g x x . 

   α) Να δείμεηε όηη νη γξαθηθέο παξαζηάζεηο ηωλ f,g ηέκλνληαη ζε ηνπιάρηζηνλ έλα ζεκείν.  

   β) Να βξείηε δηάζηεκα ηεο κνξθήο  α,α 1 κε α   ην νπνίν λα πεξηέρεη ηελ ηεηκεκέλε θνηλνύ  

      ζεκείνπ ηωλ fC , gC . 

   γ) Να δείμεηε όηη ην θνηλό ηνπο ζεκείν είλαη κνλαδηθό. 

   δ) Να ηηο ζρεδηάζεηε ζην ίδην ζύζηεκα αμόλωλ. 

   ε) Να δείμεηε όηη ππάξρεη κνλαδηθή εθαπηνκέλε ηεο gC  ζε ζεκείν   B ξ,g ξ  κε ξ 0  ε νπνία  

     εθάπηεηαη θαη ηεο fC .Σηε ζπλέρεηα λα βξείηε δηάζηεκα ηεο κνξθήο  β,β 1 κε β   ην νπνίν λα  

     πεξηέρεη ηελ ηεηκεκέλε ηνπ Β. 

 

 

8. Γίλεηαη ζπλάξηεζε fπαξαγωγίζηκε ζην γηα ηελ νπνία ηζρύεη όηη  3 3 24x 4 f x 4x 3x 4      γηα 

θάζε x  κε ηελ ηζόηεηα λα ηζρύεη κόλν γηα x 0  θαη  f 0 0  . 

   α) Να απνδείμεηε όηη  4 4 3x 4x f x x x 4x      γηα θάζε x 0 . 

   β) Να ππνινγίζεηε ην όξην 
 

4x

f x
lim

x
. 

   γ) Να δείμεηε όηη ε fείλαη δύν θνξέο παξαγωγίζηκε ζην 0x 0 . 

   δ) Να δείμεηε όηη ε εμίζωζε   3 4f x x 2x   έρεη ηνπιάρηζηνλ κηα ξίδα κεγαιύηεξε ηνπ 1. 

   ε) Να δείμεηε όηη ε εμίζωζε  f x 0  έρεη αθξηβώο κηα ξίδα κεγαιύηεξε ηνπ -1. 

 

 

9. Γίλεηαη παξαγωγίζηκε θαη θπξηή ζπλάξηεζε  f : 0,  . Αλ ε επζεία  y 4x 5    είλαη πιάγηα 

αζύκπηωηε ηεο fC  ζην  , ηόηε: 

   α) Να ππνινγίζεηε ην όξην    
x
lim f x 1 f x


     . 

   β) Να απνδείμεηε όηη          f x f x 1 f x f x 1 f x      . 

   γ) Να ππνινγίζεηε ην όξην  
x
lim f x


 . 

 

 

10. Γίλεηαη παξαγωγίζηκε ζπλάξηεζε f :  γηα ηελ νπνία ηζρύεη      
1

f x f x ζπλx
2

  γηα θάζε 

x  θαη  f 0 3 . 

   α) Να απνδείμεηε όηη  f x εκx 9  , x . 

   β) Αλ γηα ηελ παξαγωγίζηκε ζπλάξηεζε g :  ηζρύεη όηη         g x g x
e f x 2xe g x
     γηα θάζε  

     x , λα απνδείμεηε όηη: 

i.        g x g 0
x 2 2 x e e x 10 x     , x 0 . 

    ii. ε εμίζωζε 
 g x 2e x 2x  έρεη ην πνιύ κία πξαγκαηηθή ξίδα. 
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11. Γίλεηαη δύν θνξέο παξαγωγίζηκε ζπλάξηεζε  f : 2,3  , γηα ηελ νπνία ηζρύεη όηη:  f 2 0 , 

 f 3 2 ,  f 3 1   θαη  f x 0   γηα θάζε  x 2,3 . 

α) Να κειεηήζεηε ηελ f ωο πξνο ηε κνλνηνλία. 

β) Να βξείηε ην ζύλνιν ηηκώλ ηεο f. 

γ) Να απνδείμεηε όηη ε επζεία y x 1   εθάπηεηαη ηεο fC . 

δ) Να απνδείμεηε όηη ππάξρεη  μ 2,3  ηέηνην, ώζηε  f μ 1   . 

ε) Να απνδείμεηε όηη    f x 2 x 2   γηα θάζε  x 2,3 . 
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Παξνπζίαζε αζθήζεωλ 
 

 

1. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε   2
f x 4 x   ,  x 0,2 . 

   α) Να κειεηήζεηε ηελ f ωο πξνο ηελ κνλνηνλία. 

   β) Να δείμεηε όηη ε f αληηζηξέθεηαη θαη λα βξείηε ηελ αληίζηξνθή ηεο. 

   γ) Υιηθό ζεκείν Μ θηλείηαη επί ηεο 
f

C  θαη ε ηεηκεκέλε ηνπ απμάλεηαη κε ξπζκό 0,1 κνλάδεο κήθνπο  

       ην δεπηεξόιεπην. 

    i. Να βξείηε ηνλ ξπζκό κεηαβνιήο ηεο ηεηαγκέλεο ηνπ ηε ρξνληθή ζηηγκή πνπ δηέξρεηαη από ην   

       ζεκείν  A 3,1 . 

    ii. Αλ Κ,Λ νη πξνβνιέο ηνπ Μ ζηνπο άμνλεο x΄x θαη y΄y αληίζηνηρα, λα βξείηε ηνλ ξπζκό κεηαβνιήο  

       ηνπ εκβαδνύ ηνπ νξζνγωλίνπ ΟΚΜΛ ηε ρξνληθή ζηηγκή πνπ δηέξρεηαη από ην A . 

   δ) Να βξείηε ηηο ηηκέο ηνπ 0  γηα ηηο νπνίεο ππάξρνπλ δύν εθαπηόκελεο ηεο 
f

C  πνπ ζρεκαηίδνπλ  

      κε ηνπο άμνλεο ηξίγωλν κε εκβαδόλ α. 

Λύζε 

 

α) Έζηω  1 2x ,x 0,2  κε 1 2x x , ηόηε    2 2 2 2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2x x x x 4 x 4 x f x f x           άξα 

   ε f είλαη γλεζίωο θζίλνπζα ζην  0,2 . 

 

β) Δπεηδή ε f είλαη γλεζίωο θζίλνπζα, είλαη θαη 1-1 θαη αληηζηξέθεηαη. 

     2f x y 4 x y     κε y 0  (1), ηόηε 2 2 2 24 x y 4 y x      (2) 

   Πξέπεη 
2 24 y 0 y 4 y 2 2 y 2          θαη ιόγω ηεο (1) είλαη 0 y 2  . 

   Η (2) γίλεηαη: 
2x 4 y  , άξα    1 2f y 4 y , y 0,2     , άξα    1 2f x 4 x , x 0,2    . 

 

γ) Έζηω     Μ x t ,y t  όπνπ t ν ρξόλνο ζε sec κε t 0 . 

   Δίλαη    2y t 4 x t   θαη  x t 0,1 κ.κ. / sec  .  

  i. Έζηω 0t  ε ρξνληθή ζηηγκή πνπ ην Μ δηέξρεηαη από ην Α, ηόηε:    0 0x t 3, y t 1  . 

   Δίλαη     2
2

y t 4 x t


   
   x t x t

2



 24 x t
 θαη ηελ ρξνληθή ζηηγκή 0t : 

    
   

 

0 0

0
2

0

x t x t 0,1 3 3
y t κ.κ. / sec

1 104 x t

 
      


 

  ii.         E t OK OΛ x t y t    

    Δίλαη          E t x t y t x t y t    θαη ηελ ρξνληθή ζηηγκή 0t : 

              0 0 0 0 0

3
E t x t y t x t y t 0,1 1 3 0,2 κ.κ. / sec

10

 
           

 
 

 

δ) Έζηω   0 0K x ,f x  ζεκείν ηεο fC , Η εθαπηνκέλε ηεο fC  ζην Κ είλαη ε επζεία  

   ε:     0 0 0y f x f x x x     2 0
0 0

2

0

x
y 4 x x x

4 x
     


  

   Γηα y 0  είλαη 
0

4
x

x
  θαη γηα x 0  είλαη 

2

0

4
y

4 x



 , δειαδή ε ε ηέκλεη ηνπο άμνλεο ζηα ζεκεία 
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0

4
B ,0

x

 
 
 

 θαη 
2

0

4
Γ 0,

4 x

 
 
  

 . 

         2 2 2 2

0 0 0 0
2

0 0

1 4 4
OΒΓ α ΟΒ ΟΓ α 2α 8 αx 4 x 64 α x 4 x

2 x 4 x
           


 (3) 

   Θέηνπκε 2

0x ω 0   θαη ε (3) γίλεηαη:  2 2 2 264 α ω 4 ω 64 4α ω α ω        

   2 2 2α ω 4α ω 64 0   (4) 

   Η (4) είλαη 2νπ βαζκνύ ωο πξνο ω κε  4 2 2 2Γ 16α 256α 16α α 16     . 

   Αλ  
α 0

2 2 2 2Γ 0 16α α 16 0 α 16 0 α 16 α 4


            ε (4) έρεη ξίδεο ηηο  

   
2 2

2

2

4α 4α α 16 2
ω 2 α 16

2α α

 
      

   Δπεηδή  0x 0,2  , είλαη 2

00 x 4   , άξα 0 ω 4   . 

   Αλ 22
ω 2 α 16

α
   , ηόηε 2 2 2 22

2 α 16 4 α 16 α α 16 α
α

          πνπ ηζρύεη. 

  Αλ 22
ω 2 α 16

α
   , ηόηε 2 2 22 2

2 α 16 0 2 α 16 α α 16
α α

         
2 2α α 16   ηζρύεη. 

  Τόηε 
 0x 0,2

2 2 2

0 0

2 2
x 2 α 16 x 2 α 16

α α



        ή 
 0x 0,2

2 2 2

0 0

2 2
x 2 α 16 x 2 α 16

α α



       . 

   Οπόηε ε fC  δέρεηαη δύν εθαπηόκελεο  πνπ ζρεκαηίδνπλ κε ηνπο άμνλεο ηξίγωλν κε εκβαδόλ α. 

   Αλ Γ 0 α 4   , ηόηε ε (4) γίλεηαη  
22 216ω 64ω 64 0 ω 4ω 4 0 ω 2 0 ω 2            . 

   Τόηε 
 0x 0,2

2

0 0x 2 x 2


    θαη ε fC  δέρεηαη κνλαδηθή εθαπηνκέλε ζηε πεξίπηωζε απηή. 

   Τέινο αλ Γ 0 0 α 4     ε (4) είλαη αδύλαηε θαη δελ ππάξρνπλ ηέηνηεο εθαπηόκελεο. 

    

   

2. Γίλεηαη ζπλάξηεζε f παξαγωγίζηκε ζην  0,  θαη ε ζπλάξηεζε    x
g x e f x  ηεο νπνίαο ε 

γξαθηθή παξάζηαζε δίλεηαη ζην παξαθάηω ζρήκα. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

α) Να δείμεηε όηη ε f είλαη γλεζίωο θζίλνπζα. 

β) Να δείμεηε όηη  
x
lim f x 0


 . 

γ) Να βξείηε ην πιήζνο ηωλ ιύζεωλ ηεο εμίζωζεο  f x ,   . 

δ) Να δείμεηε όηη  
x
lim g x 0


  . 

ε) Αλ ε g  είλαη γλεζίωο αύμνπζα ζην  0,  , λα δείμεηε όηη      2g 5 g 4 g 6   . 

ζη) Να ππνινγίζεηε ηα όξηα:  

    i.  
 x 0

1
lim

g x 10 
   ii. 

 
 

x

1
lim f x

f x

 
 

  
     iii.  

 x

1
lim f x

f x
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δ) Υιηθό ζεκείν Μ θηλείηαη επί ηεο 
g

C  θαη ε ηεηκεκέλε ηνπ απμάλεηαη κε ξπζκό 1 κνλάδα ην  

    δεπηεξόιεπην. Αλ   3
f 3 e

   λα βξείηε ηελ ηαρύηεηα απνκάθξπλζήο ηνπ από ηελ αξρή ηωλ αμόλωλ,  

   ηε  ρξνληθή ζηηγκή πνπ δηέξρεηαη από ην ζεκείν  A 3,4 . 

Λύζε 

 

α) Από ην ζρήκα παξαηεξνύκε όηη ε g είλαη γλεζίωο θζίλνπζα ζην  0, .  

   Δίλαη      
 

 x x

x

g x
g x e f x f x g x e

e

     

   Έζηω  1 2x ,x 0,   κε 1 2x x  . Δίλαη    1 2g x g x 0   θαη 1 2x x

1 2x x e e        νπόηε θαη 

          1 2x x

1 2 1 2g x e g x e f x f x     άξα ε f είλαη γλεζίωο θζίλνπζα ζην  0, . 

 

β) Από ην ζρήκα παξαηεξνύκε όηη  
x
lim g x 1


 , νπόηε     x

x x
lim f x lim g x e 1 0 0

 
    . 

 

γ) Δίλαη     x

x 0 x 0
lim f x lim g x e 10 1 10

 



 
     

   Δπεηδή ε f είλαη ζπλερήο θαη γλεζίωο θζίλνπζα ζην  A 0,   έρεη ζύλνιν ηηκώλ ην 

          
x x 0

f A lim f x , lim f x 0,10
 

   .  

  Αλ  α 0,10  ηόηε ππάξρεη κνλαδηθό  ξ 0,   ηέηνην ώζηε  f ξ α . 

  Αλ    α ,0 10,     ηόηε  α f Α  θαη ε εμίζωζε είλαη αδύλαηε. 

 

δ) Δίλαη  
x
lim g x 1


 , όκωο  
 x x

xx x DLH x

e g x e
lim g x lim lim

e

 
 
 

  
 

  xg x e  
x

g x

e


    

x
lim g x g x


    

   Έζηω      θ x g x g x   κε  
x
lim θ x 1


  , ηόηε      g x θ x g x    θαη 

        
x x
lim g x lim θ x g x 1 1 0
 

          

 

 

ε) Γηα ηελ g εθαξκόδεηαη ην ζεώξεκα Μέζεο Τηκήο ζηα δηαζηήκαηα    4,5 θαη 5,6 , νπόηε ππάξρνπλ 

      1 2μ 4,5 θαη μ 5,6   ηέηνηα, ώζηε: 

   
   

   1

g 5 g 4
g μ g 5 g 4

5 4


   


  θαη  

   
   2

g 6 g 5
g μ g 6 g 5

6 5


   


. 

   Δίλαη 1 2μ μ θαη ε g είλαη γλεζίωο αύμνπζα νπόηε  

                    1 2g μ g μ g 5 g 4 g 6 g 5 2g 5 g 4 g 6          

    

 

ζη) i.  Από ην ζρήκα πξνθύπηεη όηη  
x 0
lim g x 10


  θαη  g x 10  γηα θάζε x 0  , άξα 

           

 g x 10 u

x 0 x 0 u 0

u 0

1 1
lim lim

g x 10 u  



 

   



  


 

 

     ii. 
 

 
 f x u

x x u 0 u 0
u 0

1 1 εκu
lim εκf x lim εκu lim 1

f x u u 
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    iii.  
 

 
1

u
f x

x x u u
u

1 1 εκu
lim f x εκ lim εκu lim 0

f x u u



   


 
   

    

        Γηα θάζε u 0  είλαη 
εκuεκu 1 1 εκu 1

u u u u u u
       . 

       Δπεηδή 
u

1
lim 0

u
 , από ην θξηηήξην παξεκβνιήο είλαη θαη 

u

εκu
lim 0

u
 . 

 

δ) Έζηω     M x t ,y t  , όπνπ     y t g x t .  

     Έζηω 0t  ε ρξνληθή ζηηγκή πνπ ην Μ δηέξρεηαη από ην Α, ηόηε:    0 0x t 3, y t 4   θαη  0x t 1   . 

   Δίλαη                          x t x t x t
y t g x t e f x t e x t f x t e f x t x t


       , νπόηε 

                 0 0x t x t 3 3 3 3

0 0 0 0 0y t e x t f x t e f x t x t e 1 4e e e 1 5               

 

    Δίλαη       2 2OM t x t y t   θαη  

      
2

OM t 
   x t x t 2     y t y t

2



   2 2x t y t
, νπόηε    0

2 2

3 1 4 5 23
OM t

53 4

    


κνλάδεο κήθνπο/sec. 

 

 

3. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε  
3

2 2

2 x x 1, x 0
f x

2 x x x , x 0

     
 

     
. 

α) Να βξείηε ηε ηηκή ηεο παξακέηξνπ   γηα ηελ νπνία ε f είλαη ζπλερήο ζην πεδίν  

     νξηζκνύ ηεο. 

                                                 Έζηω 1  . 

β) Να δείμεηε όηη ππάξρεη  1
x ,0   ηέηνην, ώζηε  1

f x 0 . 

γ) Να δείμεηε όηη δελ εθαξκόδεηαη γηα ηελ f ην ζεώξεκα Rolle ζην  ,  . 

δ) Να δείμεηε όηη ε 
f

C  δέρεηαη νξηδόληηα εθαπηνκέλε ζε ζεκείν κε ηεηκεκέλε  ,   . 

Λύζε 

 

α)    3

x 0 x 0
lim f x lim 2εκ x αx 1 1

  
    ,      2 2

x 0 x 0
lim f x lim 2εκ x x x α α f 0

  
      . 

    Η f είλαη ζπλερήο ζε θαζέλα από ηα δηαζηήκαηα  π,0 θαη  0,π  ωο άζξνηζκα ζπλερώλ     

    ζπλαξηήζεωλ. Γηα λα είλαη ε f ζπλερήο ζην πεδίν νξηζκνύ ηεο πξέπεη λα είλαη ζπλερήο θαη     

    ζην 0x 0  θαη απηό ζπκβαίλεη όηαλ      
x 0 x 0
lim f x lim f x f 0 α 1

  
     

 

β) Δίλαη   3f π 2εκ π π 1 1 π 0       ,  f 0 1 , δειαδή    f π f 0 0   θαη επεηδή ε f  

  είλαη ζπλερήο ζην  π,0 , ιόγω ηνπ ζ.Bolzano ππάξρεη  1x π,0   ηέηνην, ώζηε  1f x 0 . 

 

γ) Δίλαη   2 2 2f π 2εκ π π π 1 π π 1        . 

    Δπεηδή    f π f π   δελ εθαξκόδεηαη γηα ηελ f ην ζεώξεκα Rolle ζην  π,π . 

 

δ) 
    3

2

x 0 x 0 x 0

f x f 0 2εκ x x 1 1 εκx
lim lim lim 2εκ x 1 1

x x x    

     
    

 
, 

    
    2 2

x 0 x 0 x 0

f x f 0 2εκ x x x 1 1 εκx
lim lim lim 2εκx x 1 1

x x x    
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   Δπεηδή 
       

x 0 x 0

f x f 0 f x f 0
lim lim 1

x x  

 
   ε f είλαη παξαγωγίζηκε ζην 0x 0  κε  

    f 0 1  . Η f είλαη παξαγωγίζηκε ζην  π,0  κε   2f x 6εκ xζπλx 1    θαη  

    παξαγωγίζηκε  ζην  0,π  κε  f x 4εκxζπλx 2x 1     νπόηε είλαη παξαγωγίζηκε ζην  

     π,π .  1 2x ,x    f π f 0 0  

    Δίλαη    2 2 2f π 2εκ π π π 1 π π 1 0, f 0 1 0            δειαδή θαη  

    επεηδή ε f είλαη ζπλερήο ζην  0,π , ιόγω ηνπ ζ.Bolzano ππάξρεη  2x 0,π  ηέηνην, ώζηε  

     2f x 0 . 

     Δπεηδή ε f είλαη ζπλερήο ζην  1 2x ,x , παξαγωγίζηκε ζην  θαη    1 2f x f x 0  ,      

    ιόγω ηνπ ζ.Rolle ππάξρεη  μ π,π   ηέηνην, ώζηε  f μ 0  . 

 

4. Έζηω ζπλάξηεζε f παξαγωγίζηκε ζην  2,   θαη ε ζπλάξηεζε  
  3

f x x
g x

x


  ηεο νπνίαο ε 

γξαθηθή παξάζηαζε δίλεηαη ζην παξαθάηω ζρήκα. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

α) Να ππνινγίζεηε ην όξην 
 x 1

1
lim

g x
 . 

β) Να ππνινγίζεηε ην όξην 
 x 1

1
lim

f x 1 
 . 

γ) Να ππνινγίζεηε ηα όξηα  
x
lim f x


 θαη  
x
lim f x


. 

δ) Να δείμεηε όηη ε 
f

C  δηέξρεηαη από ηελ αξρή ηωλ αμόλωλ. 

ε) Να δείμεηε όηη ππάξρεη  0
x 1,10   ηέηνην, ώζηε     3

0 0 0 0
x f x f x 2x   . 

ζη) Αλ ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο g έρεη εθαπηνκέλε ζην ζεκείν   A 1,g 1  ηελ επζεία  

     ε:
1 1

y x
2 2

    , λα βξείηε ηελ εθαπηνκέλε ηεο 
f

C  ζην ζεκείν   B 1,f 1  . 

Λύζε 

 

α) Παξαηεξνύκε όηη    
x 1
limg x g 1 0


  , νπόηε 
 

 g x ω

x 1 x 1 ω 0

ω 0

1 1
lim lim

ωg x



   



    

 

β) Από ην ζρήκα πξνθύπηεη όηη  
 

 
3f 1 1

g 1 0 0 f 1 1
1


      θαη γηα θάζε  x 0,1  είλαη  

    
   

   
3 x 0,1

3 3
f x x

g x 0 0 f x x 0 f x x
x


         νπόηε   3

x 1 x 1
lim f x lim x 1

  
   άξα  f x 1  

   ζην (0,1). 
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 f x 1 y

x 1 y 0 y 0

1 1
lim lim

f x 1 y  

 

  
  


 

 

γ) Από ην ζρήκα πξνθύπηεη όηη  
x
lim g x


   άξα ζε κηα πεξηνρή ηνπ   είλαη   
  3f x x

0
x


  θαη  

    επεηδή x 0  , είλαη θαη    3 3f x x 0 f x x     . 

   Δπεηδή 3

x
lim x


   είλαη θαη  
x
lim f x


  . 

   Δπίζεο  
x
lim g x 0



 
άξα ζε κηα πεξηνρή ηνπ   είλαη   

  3f x x
0

x


  θαη επεηδή x 0  είλαη  

      3 3f x x 0 f x x    . Δπεηδή 3

x
lim x


   είλαη θαη  
x
lim f x


  . 

 

δ) Γηα x 0  είλαη  
 

   
3

3
f x x

g x f x xg x x
x


     

   Δπεηδή ε f είλαη παξαγωγίζηκε ζην  2,  , είλαη ζπλερήο ζην x 0  νπόηε:  

       3

x 0
f 0 lim x g x x 0


     

 

ε) Δίλαη    g 1 g 10 0   θαη ε g είλαη ζπλερήο ζην  1,10  θαη παξαγωγίζηκε ζην  1,10  κε 

    
             

3 3 3 3 3

2 2 2

f x x x f x x x xf x 3x f x x xf x 2x f x
g x

x x x

         
    . 

   Σύκθωλα κε ην ζεώξεκα Rolle ππάξρεη  0x 1,10   ηέηνην, ώζηε  0g x 0     

   
   3

0 0 0 0

2

0

x f x 2x f x
0

x

  
     3

0 0 0 0x f x 2x f x 0        3

0 0 0 0x f x f x 2x      

 

ζη) Δπεηδή ε ε εθάπηεηαη ηεο gC  ζην Α είλαη  
1

g 1
2

    . Όκωο 

    
       2 33

2

f x 3x x f x xf x x
g x

x x

     
    

 
 άξα  

    
   

       
2

f 1 3 f 1 1 1 1 5
g 1 f 1 2 f 1 f 1 2 1 f 1

1 2 2 2

   
                 

   Η εθαπηνκέλε ηεο fC  ζην Β έρεη εμίζωζε       
5 5 3

y f 1 f 1 x 1 y 1 x 1 y x
2 2 2

            

 

 

5. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε    x
f x ln x 1    , x 1  , 0   κε 1  . 

   α)  Αλ  f x 1  γηα θάζε x 1  , λα απνδείμεηε όηη e  . 

   β)  Γηα e  ,  

      i.  λα απνδείμεηε όηη ε ζπλάξηεζε f είλαη θπξηή. 

      ii. λα απνδείμεηε όηη ε f είλαη γλεζίωο θζίλνπζα ζην  1,0  θαη γλεζίωο αύμνπζα ζην 0, . 

      iii. αλ    , 1,0 0,     , λα απνδείμεηε όηη ε εμίζωζε  
   f 1 f 1

0
x 1 x 2

   
 

 
 έρεη ηνπιάρηζηνλ  

         κηα ξίδα ζην  1,2 .     

Λύζε 
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α)      f x 1 f x f 0   . Η f έρεη ειάρηζην ζην 0. Δπεηδή ε f είλαη παξαγωγίζηκε ζην  1,   κε  

      x 1
f x α lnα

x 1
  


, από ην Θ.Fermat είλαη:  f 0 0 lnα 1 α e       

 

β) i.    
 

x x

2

1 1
f x e , f x e 0

x 1 x 1
      

 
f θπξηή. 

ii.    f x 0 f 1,    1 . Γηα θάζε  x 1,0   είλαη      f x f 0 0 f 1,0    2  

   θαη γηα x 0  είλαη      f x f 0 0 f 0,    1 . 

 

iii. Έζηω              g x x 2 f β 1 x 1 f γ 1 , x 1,2       . 

    Αλ    
f

1 β 0 f β f 0 1     
2

 θαη όκνηα  f γ 1  

    Αλ    
f

β 0 f β f 0 1   
1

θαη όκνηα  f γ 1  

   
         g 1 f β 1 0, g 2 f γ 1 0        θαη επεηδή ε g είλαη ζπλερήο ζην  1,2  από ην Θ.Βolzano ε  

   εμίζωζε  
   f β 1 f γ 1

g x 0 0
x 1 x 2

 
   

 
 έρεη ηνπιάρηζηνλ κία ξίδα ζην  1,2 . 

 

6. Έζηω ε ζπλάξηεζε   2
f x ln x 2lnx 2x 2, x 0     . 

   α) Να απνδείμεηε όηη ε f είλαη γλεζίωο θζίλνπζα ζην πεδίν νξηζκνύ ηεο. 

   β) Να βξείηε ην πιήζνο ηωλ ξηδώλ ηεο εμίζωζεο    lnx lnx 2 2 x 2   . 

   γ) Να απνδείμεηε όηη        2 2
f x f x f x 1 f x 1         γηα θάζε x 1 . 

   δ) Να απνδείμεηε        2 2 2
2xf x f x 3ln 2 6ln2 2xf x 1 f x 1 6         γηα θάζε x 1 . 

Λύζε 

 

α) Η f είλαη παξαγωγίζηκε ζην  0,  κε  
 2 ln x x 11 2 2ln x 2 2x

f x 2ln x 2
x x x x

  
      . 

   Δπεηδή lnx x 1   γηα θάζε x 0  θαη ε ηζόηεηα ηζρύεη κόλν γηα x 1 , είλαη  f x 0   γηα θάζε  

      x 0,1 1,    θαη επεηδή ε f είλαη ζπλερήο, είλαη γλεζίωο θζίλνπζα ζην  0, . 

 

β)      2 2ln x lnx 2 2 x 2 ln x 2lnx 2x 4 ln x 2lnx 2x 2 6 f x 6               (1) 

   Δίλαη      2

x 0 x 0 x 0
lim f x lim ln x 2ln x 2x 2 lim ln x ln x 2 2x 2

    
              γηαηί 

   
x 0
lim ln x


   θαη  

2

x x

ln x 2ln x 2
lim f x lim x 2

x x 

  
      

  
 γηαηί  

   
2

x

ln x 2ln x 2
lim 2 2

x x

 
    

 
 αθνύ  

   
2

x DLH x x DLH x

2ln x 2 2
ln x 2ln x 2ln x 2x x xlim lim lim lim 0

x 1 x 1

    
   
    

   


 

     

 

   Δπεηδή ε f είλαη ζπλερήο θαη γλεζίωο θζίλνπζα ζην  Α 0,  , έρεη ζύλνιν ηηκώλ ην 

           
x x 0

f Α lim f x , lim f x ,
 

     . Δπεηδή  6 f Α  ππάξρεη κνλαδηθόο 1x Α  ηέηνηνο  

   ώζηε  1f x 6 , άξα ε (1) έρεη κνλαδηθή ξίδα. 
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γ) Η f   είλαη παξαγωγίζηκε ζην  0,  κε  

    
 

2

1
1 x ln x x 1

1x
f x 2 2

x

 
    

   
x ln x x  1

2 2

2ln x

x x
  . 

   Δίλαη  f x 0   γηα θάζε x 1  θαη επεηδή ε f   είλαη ζπλερήο, είλαη γλεζίωο θζίλνπζα ζην  1, . 

   Δίλαη    
f

1 x x 1 f x f x 1


      
2

 (2),    
f

2 2 2 21 x x 1 f x f x 1


      
2

 (3). 

   Με πξόζζεζε θαηά κέιε ηωλ (2), (3) πξνθύπηεη:        2 2f x f x f x 1 f x 1         

 

δ) Έζηω          2 2 2g x 2xf x f x 3ln 2 6ln2 2xf x 1 f x 1 6, x 1          . 

   H g είλαη παξαγωγίζηκε ζην  1,  κε    

                2 2g x 2f x 2xf x 2xf x 2f x 1 2xf x 1 2xf x 1               

                2 2g x 2 f x f x 1 2x f x f x f x 1 f x 1                  
. 

   Δίλαη        
f

1 x x 1 f x f x 1 f x f x 1 0         
2

 θαη 

                  2 2 2 2f x f x f x 1 f x 1 f x f x f x 1 f x 1 0                    γηα θάζε x 1 , άξα 

    g x 0   θαη επεηδή ε g είλαη ζπλερήο, είλαη γλεζίωο αύμνπζα ζην  1, . 

   Γηα θάζε x 1  είλαη    g x g 1 , όκωο 

      g 1 2 f 1  
0

f 1    
0

23ln 2 6ln2 2f 2 f 2 6       

            2g 1 3f 2 3 ln 2 2ln2 2 3f 2 3f 2 0         , άξα 

    g x 0         2 2 22xf x f x 3ln 2 6ln2 2xf x 1 f x 1 6         

 

 

7. Γίλνληαη νη ζπλαξηήζεηο   2
f x x 1   θαη   3

g x x . 

   α) Να δείμεηε όηη νη γξαθηθέο παξαζηάζεηο ηωλ f,g ηέκλνληαη ζε ηνπιάρηζηνλ έλα ζεκείν.  

   β) Να βξείηε δηάζηεκα ηεο κνξθήο  , 1     ην νπνίν λα πεξηέρεη ηελ ηεηκεκέλε θνηλνύ  

      ζεκείνπ ηωλ 
f

C , 
g

C . 

   γ) Να δείμεηε όηη ην θνηλό ηνπο ζεκείν είλαη κνλαδηθό. 

   δ) Να ηηο ζρεδηάζεηε ζην ίδην ζύζηεκα αμόλωλ. 

   ε) Να δείμεηε όηη ππάξρεη κνλαδηθή εθαπηνκέλε ηεο 
g

C  ζε ζεκείν   B ,g   κε 0   ε νπνία  

     εθάπηεηαη θαη ηεο 
f

C .Σηε ζπλέρεηα λα βξείηε δηάζηεκα ηεο κνξθήο  , 1      ην νπνίν λα  

     πεξηέρεη ηελ ηεηκεκέλε ηνπ Β. 

Λύζε 

 

α) Αξθεί ε εμίζωζε    f x g x  λα έρεη ηνπιάρηζηνλ κηα ιύζε. 

   Έζηω       2 3h x f x g x x 1 x     . 

   Δίλαη      2 3 3

x x x
lim h x lim x 1 x lim x
  

       , νπόηε ππάξρεη γ 0  ηέηνην, ώζηε  h γ 0 . 

   Δίλαη      2 3 3

x x x
lim h x lim x 1 x lim x
  

       , νπόηε ππάξρεη δ 0  ηέηνην, ώζηε  h δ 0 . 

   Δπεηδή    h γ h δ 0 θαη ε h είλαη ζπλερήο ζην  γ,δ  ωο πνιπωλπκηθή, ζύκθωλα κε ην ζεώξεκα Bolzano, 

   ππάξρεη  0x γ,δ  ηέηνην, ώζηε      0 0 0h x 0 f x g x    . 

 

β) Δίλαη      h 0 1, h 1 1 1 1 1, h 2 4 1 8 3          . Δπεηδή    h 1 h 2 0 θαη ε h είλαη ζπλερήο,  
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    ζύκθωλα κε ην ζεώξεκα Bolzano ε εμίζωζε  h x 0  έρεη ηνπιάρηζηνλ κία ξίδα ζην δηάζηεκα  1,2  . 

    Άξα α 1 . 

   

γ) Γηα θάζε x 0  είλαη  2 2x 0 x 1 1 f x 1       , ελώ  3x 0 g x 0   , νπόηε    f x g x . 

   Όηαλ 0 x 1   είλαη  2 20 x 1 1 x 1 2 1 f x 2           θαη  30 x 1 0 g x 1      , νπόηε θαη  

   πάιη    f x g x . 

   Έζηω όηη ε h έρεη δύν ξίδεο  1 2x ,x 1,   κε 1 2x x  . Τόηε ε h είλαη ζπλερήο ζην  1 2x ,x  ,  

    παξαγωγίζηκε ζην  1 2x ,x κε   2h x 2x 3x    θαη    1 2h x h x 0  , νπόηε ζύκθωλα κε ην ζεώξεκα  

    Rolle, ππάξρεη    1 2μ x ,x 1,2   ηέηνην, ώζηε    2h μ 0 2μ 3μ 0 μ 2 3μ 0 μ 0            

    απνξξίπηεηαη ή 
2

2 3μ 0 μ
3

     πνπ απνξξίπηεηαη. άξα ε h δελ έρεη 2 ξίδεο ζην  1,  θαη έρεη  

    αθξηβώο κηα ξίδα ζην δηάζηεκα απηό. 

 

δ)  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ε) Οη ζπλαξηήζεηο f,g είλαη παξαγωγίζηκεο ζην  κε  f x 2x   θαη   2g x 3x  . 

   Η εθαπηνκέλε ηεο gC  ζην Β είλαη ε επζεία  

   1ε :       3 2 2 3y g ξ g ξ x ξ y ξ 3ξ x ξ y 3ξ x 2ξ           (1) 

   Έζηω ζεκείν   1 1Γ ξ ,f ξ  . Η εθαπηνκέλε ηεο fC  ζην Γ είλαη ε επζεία 

         2 2

2 1 1 1 1 1 1 1 1ε : y f ξ f ξ x ξ y ξ 1 2ξ x ξ y 2ξ x ξ 1              

   Γηα λα δέρνληαη νη fC , gC θνηλή εθαπηνκέλε πξέπεη λα ππάξρνπλ ηηκέο ηωλ ξ, 1ξ  γηα ηηο νπνίεο νη 1 2ε ,ε  λα  

   ηαπηίδνληαη. Απηό ζπκβαίλεη όηαλ 

2

12

1
23 2 2

31

3ξ
ξ

23ξ 2ξ

2ξ ξ 1 3ξ
2ξ 1

2




  
  

            

  

   

2
2 2

1
1 1

4
3 4 4 33

3ξ
ξ 3ξ 3ξ

ξ ξ2
2 2

9ξ
8ξ 9ξ 4 9ξ 8ξ 4 0 (3)2ξ 1

4


     

   
             

 

   Θεωξνύκε ηε ζπλάξηεζε   4 3θ x 9x 8x 4    , x 0 . 

   Έζηω 1 2x x 0   , ηόηε 
4 4 4 4

1 2 1 2x x 9x 9x    (4) θαη  

   
3 3 3 3 3 3

1 2 1 2 1 2x x 8x 8x 8x 4 8x 4          (5) 

  Από (4)+(5)    1 2θ x θ x   άξα ε θ είλαη γλεζίωο θζίλνπζα ζην  ,0  . 

   Δίλαη   4

x x
lim θ x lim 9x
 

    θαη  θ 0 4   . 

   Δπεηδή ε θ είλαη ζπλερήο θαη γλεζίωο θζίλνπζα ζην  Γ ,0   έρεη ζύλνιν ηηκώλ ην  
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x

θ Γ θ 0 , lim θ x 4,


   


 . Δπεηδή  0 θ Γ , ππάξρεη κνλαδηθό ξ Γ  ηέηνην, ώζηε  

    θ ξ 0  . 

   Δίλαη    θ 1 13 0,θ 0 4 0      . Δπεηδή    θ 1 θ 0 0   ηζρύεη ην ζεώξεκα Bolzano γηα ηελ  

   θ ζην δηάζηεκα  1,0 , νπόηε ππάξρεη  1,0   ηέηνην ώζηε   0   . 

   Δπεηδή ην μ είλαη κνλαδηθό ,ην μ ηαπηίδεηαη κε ην ξ άξα ην δεηνύκελν δηάζηεκα είλαη ην  1,0 .  

  

 

8. Γίλεηαη ζπλάξηεζε fπαξαγωγίζηκε ζην γηα ηελ νπνία ηζρύεη όηη  3 3 2
4x 4 f x 4x 3x 4      

γηα θάζε x  κε ηελ ηζόηεηα λα ηζρύεη κόλν γηα x 0  θαη  f 0 0  . 

   α) Να απνδείμεηε όηη  4 4 3
x 4x f x x x 4x      γηα θάζε x 0 . 

   β) Να ππνινγίζεηε ην όξην 
 

4x

f x
lim

x
. 

   γ) Να δείμεηε όηη ε fείλαη δύν θνξέο παξαγωγίζηκε ζην 
0

x 0 . 

   δ) Να δείμεηε όηη ε εμίζωζε   3 4
f x x 2x   έρεη ηνπιάρηζηνλ κηα ξίδα κεγαιύηεξε ηνπ 1. 

   ε) Να δείμεηε όηη ε εμίζωζε  f x 0  έρεη αθξηβώο κηα ξίδα κεγαιύηεξε ηνπ -1. 

Λύζε 

 

α) Γηα x 0  είλαη    3 3 24 0 4 f 0 4 0 3 0 4 f 0 4           . 

      3 34x 4 f x 4x 4 f x 0        

   Θεωξνύκε ηε ζπλάξηεζε    4g x x 4x f x , x 0    .  

   Η gείλαη παξαγωγίζηκε ζην  0,  κε    3g x 4x 4 f x    . 

   Δίλαη  g x 0   γηα  θάζε  x 0,   θαη επεηδή ε gείλαη ζπλερήο, είλαη γλεζίωο θζίλνπζα ζην  

    0, . 

   Γηα θάζε x 0  είλαη    g x g 0 0      4 4x 4x f x 0 x 4x f x       (1) 

  
   3 2 3 2f x 4x 3x 4 f x 4x 3x 4 0         . 

   Θεωξνύκε ηε ζπλάξηεζε     4 3h x f x x x 4x, x 0     .  

   Η hείλαη παξαγωγίζηκε ζην  0,  κε     3 2h x f x 4x 3x 4     . 

   Δίλαη  h x 0  γηα  θάζε  x 0,   θαη επεηδή ε hείλαη ζπλερήο, είλαη γλεζίωο θζίλνπζα ζην  

   0, . 

   Γηα θάζε x 0  είλαη    h x h 0 0      4 3 4 3f x x x 4x 0 f x x x 4x         (2). 

   Από ηηο (1),(2) είλαη  4 4 3x 4x f x x x 4x     . 

 

β) Γηα θάζε x 0  είλαη 
   4 4 3

4 4 4 4 4 4 3 4 3

f x f xx 4x x x 4x 4 1 4
1 1

x x x x x x x x x x
           . 

   Δίλαη 
3 3x x

4 1 4
lim 1 1, lim 1 1

x x x 

   
       

   
 νπόηε από ην θξηηήξην παξεκβνιήο είλαη θαη 

 
4x

f x
lim 1

x
 . 

 

γ)      3 3 2 3 3 24x 4 f x 4x 3x 4 4x f x f 0 4x 3x             (3) 

    Αλ x 0 ηόηε 
       3 3 2

2 2
f x f 0 f x f 04x 4x 3x

4x 4x 3x
x x x x x

    
       . 

    Δίλαη  2 2

x 0 x 0
lim 4x 0, lim 4x 3x 0

  
   νπόηε από ην Κ.Π. είλαη θαη 

   
x 0

f x f 0
lim 0

x
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    Αλ x 0 ηόηε 
       3 3 2

2 2 2
f x f 0 f x f 04x 4x 3x

4x 3x 4x
x x x x x

    
        (4). 

    Δίλαη  2 2

x 0 x 0
lim 4x 0, lim 4x 3x 0

  
    νπόηε από ην Κ.Π. είλαη θαη 

   
x 0

f x f 0
lim 0

x

 
  (5). 

    Από ηηο (4), (5) πξνθύπηεη όηη 
       

x 0 x 0

f x f 0 f x f 0
lim lim 0

x x  

    
  , άξα ε f ΄ είλαη  

   παξαγωγίζηκε ζην 
 0x 0  κε  f 0 0  . 

 

δ)  
   x 1

3 4

4 4

f x f x1 1
f x x 2x 2 2 0

x x x x



          

   Έζηω  
 

4

f x 1
θ x 2, x 1

x x
    . 

   Δίλαη  
 

4x x

f x 1
lim θ x lim 2 1 0 2 1 0

x x 

 
         

 
νπόηε ππάξρεη α 1  θαη πάξα πνιύ κεγάινο,  

   ηέηνηνο ώζηε  θ α 0 . 

   Δίλαη    θ 1 f 1 1  . 

   
       4 4 31 4 1 f 1 1 1 4 1 5 f 1 6 4 f 1 1 5 θ 1 0                , δειαδή    θ α θ 1 0  

   θαη επεηδή ε θ είλαη ζπλερήο ζην  1,α , ιόγω ηνπ ζεωξήκαηνο Bolzano, ε εμίζωζε  

  
 

 
4

f x 1
θ x 0 2 0

x x
        3 4f x x 2x  έρεη ηνπιάρηζηνλ κηα ξίδα ζην  1,α . 

2νο ηξόπνο 

Θεωξνύκε ηε ζπλάξηεζε     3 4α x f x x 2x , x 1    .  

   4 4 3 4 3 3 4 4 3x 4x f x x x 4x x 4x x f x x 2x x 2x 4x                 

 4 3 4 3x 4x x α x x 2x 4x.       
 

   4 3 4

x x
lim x 4x x lim x ,
 

          4 3 4

x x
lim x 4x 2x lim x
 

        νπόηε από ην θξηηήξην 

παξεκβνιήο είλαη θαη  
x
lim α x


  , νπόηε ππάξρεη 1x 1  θαη πάξα πνιύ κεγάινο,  

 ηέηνηνο ώζηε  1α x 0 .
 

       4 4 31 4 1 f 1 1 1 4 1 5 f 1 6 4 f 1 1 5 α 1 0                 

δειαδή    1α x α 1 0  

 θαη επεηδή ε α είλαη ζπλερήο ζην  11,x , ιόγω ηνπ ζεωξήκαηνο Bolzano, ε εμίζωζε  

 
    3 4α x 0 f x x 2x      3 4f x x 2x  έρεη ηνπιάρηζηνλ κηα ξίδα ζην  11,x . 

 

ε) Γηα θάζε x 1   είλαη 3 3 3x 1 4x 4 4x 4 0        , άξα   3f x 4x 4 0     νπόηε ε fείλαη  

   γλεζίωο αύμνπζα ζην  1,  . Δπεηδή  f 0 0  ε x 0  είλαη ε κνλαδηθή ξίδα ηεο fπνπ είλαη  

   κεγαιύηεξε ηνπ -1. 
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9. Γίλεηαη παξαγωγίζηκε θαη θπξηή ζπλάξηεζε  f : 0,  . Αλ ε επζεία  y 4x 5    είλαη πιάγηα 

αζύκπηωηε ηεο 
f

C  ζην  , ηόηε: 

   α) Να ππνινγίζεηε ην όξην    
x
lim f x 1 f x


    . 

   β) Να απνδείμεηε όηη          f x f x 1 f x f x 1 f x      . 

   γ) Να ππνινγίζεηε ην όξην  
x
lim f x


 . 

Λύζε 

 

α) Δπεηδή y 4x 5   είλαη πιάγηα αζύκπηωηε ηεο fC  ζην   ηόηε    
x
lim f x 4x 5 0


      .  

   Έζηω       h x f x 4x 5     1  κε  
x
lim h x 0


  ηόηε  αθνύ x 1   ζα είλαη θαη  
x
lim h x 1 0


  . 

   Σηελ  1 όπνπ x  ην x 1  πξνθύπηεη      h x 1 f x 1 4 x 1 5           2  

   Αθαηξώληαο    2 1  έρω            h x 1 h x f x 1 f x 4x 4 5 4 x 5           

                  h x 1 h x f x 1 f x 4 f x 1 f x h x 1 h x 4              ζπλεπώο θαη     

          
x
lim f x 1 f x lim h x 1 h x 4 4


              . 

 

β) ΘΜΤ ζην          1 1x 1, x : μ x 1, x : f μ f x f x 1        

   Όκνηα ΘΜΤ ζην          2 2x, x 1 : μ x, x 1 : f μ f x 1 f x         

   
     

f

1 2 1 2x 1 μ x μ x 1 f μ f x f μ

 

                     f x f 1 f x f x 1 f x       

 

γ) Δπεηδή    
x
lim f x 1 f x 4


      , ζέηνληαο x u 1  , πξνθύπηεη    
u
lim f u 1 f u 4


       νπόηε από  

     Κ.Π, είλαη θαη  
x
lim f x 4


  . 

 

 

10. Γίλεηαη παξαγωγίζηκε ζπλάξηεζε f :
 γηα ηελ νπνία ηζρύεη      

1
f x f x x

2
   γηα θάζε 

x  θαη  f 0 3 . 

   α) Να απνδείμεηε όηη  f x x 9   , x . 

   β) Αλ γηα ηελ παξαγωγίζηκε ζπλάξηεζε g :
 ηζρύεη όηη  

       g x g x
e f x 2xe g x
     γηα θάζε  

     x , λα απνδείμεηε όηη: 

      i.         g x g 0
x 2 2 x e e x 10 x     , x 0 . 

      ii.  ε εμίζωζε 
 g x 2

e x 2x  έρεη ην πνιύ κία πξαγκαηηθή ξίδα. 

Λύζε 

 

α)           
x 0

2 22f x f x ζπλx f x εκx f x εκx c c 9
            2f x εκx 9 0   

 

   
 f x 0  θαη επεηδή ε f είλαη ζπλερήο δηαηεξεί πξόζεκν.  

   Δπεηδή  f 0 3 , είλαη  f x 0 , άξα  f x εκx 9  , x . 

 

β) i. Δίλαη             g x g x
f x 2x e g x e g x f x 2x

             g x
f x e g x 2x    

      
    g x 2f x e x


  . Έζηω    g x 2h x e x  , x  νπόηε    h x f x  . Από ην ΘΜΤ γηα ηελ h ππάξρεη  

       μ 0,x , x 0:    
   

      g x g 02
h x h 0 1

h μ f μ e x e
x x


      . 
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      Δίλαη 1 εκμ 1 8 εκμ 9 10 2 2 εκμ 9 10             2 2 f μ 10  
 

       
    g x g 021

2 2 e x e 10
x

    
 

     

       g x g 0 g x g 02 2 22 2x e x e 10x 2 2x x e e 10x x          . 

 

   ii. Έζηω όηη έρεη δύν ξίδεο 1 2ξ ,ξ   κε 1 2ξ ξ . Τόηε από ζ.Rolle ππάξρεη  

      
 1 2μ ξ ,ξ :  θ μ 0  . Όκωο       g x 2θ x e x 2 f x 2


      , άξα  

     f μ 2 εκμ 9 2 εκμ 5        άηνπν.  

 

 

11. Γίλεηαη δύν θνξέο παξαγωγίζηκε ζπλάξηεζε  f : 2,3  , γηα ηελ νπνία ηζρύεη όηη:  f 2 0 , 

 f 3 2 ,  f 3 1   θαη  f x 0   γηα θάζε  x 2,3 . 

   α) Να κειεηήζεηε ηελ f ωο πξνο ηε κνλνηνλία. 

   β) Να βξείηε ην ζύλνιν ηηκώλ ηεο f. 

   γ) Να απνδείμεηε όηη ε επζεία y x 1   εθάπηεηαη ηεο 
f

C . 

   δ) Να απνδείμεηε όηη ππάξρεη  2,3  ηέηνην, ώζηε  f 1    . 

   ε) Να απνδείμεηε όηη    f x 2 x 2   γηα θάζε  x 2,3 . 

Λύζε 

 

α) Δπεηδή  f x 0    είλαη  f 2,32   , νπόηε γηα    
f

2 x 3 f x f 3 1 0


      
2

 άξα ε f είλαη  

   γλεζίωο αύμνπζα ζην  2,3   

   

β) Η f είλαη ζπλερήο θαη γλεζίωο αύμνπζα ζην  A 2,3  , νπόηε έρεη αληίζηνηρν ζύλνιν ηηκώλ: 

          f A f 2 ,f 3 0,2       

  

γ) Η εθαπηνκέλε ηεο fC  ζην x 3 είλαη ε επζεία: 

       1ε : y f 3 f 3 x 3 y x 1        

 

δ) Σύκθωλα κε ην  Θ.Μ.Τ. γηα ηελ f ζην  2,3 , ππάξρεη  1x 2,3  ηέηνην ώζηε:  
   

1

f 3 f 2
f x 2

3 2


  


. 

   Σύκθωλα κε ην  Θ.Μ.Τ. γηα ηελ f    ζην δηάζηεκα  1x ,3  ,  ππάξρεη  1μ x ,3 ηέηνην ώζηε:
 

    
   1

1 1 1

f 3 f x 1 2 1
f μ

3 x 3 x 3 x

  
    

  
  

   Πξέπεη   1 1

1 1

1 1
f μ 1 1 1 3 x 1 2 x

3 x 3 x
             

 
 πνπ ηζρύεη 

 

ε) Σύκθωλα κε ην ΘΜΤ ππάξρνπλ    1 2μ 2,x θαη μ x,3   ηέηνηα ώζηε: 

    
     

1

f x f 2 f x
f μ

x 2 x 2


  

 
  θαη  

     
2

f 3 f x 2 f x
f μ

3 x 3 x

 
  

 
 . 

   Δίλαη    
   

       
f

1 2 1 2

f x 2 f x
μ μ f μ f μ 3 x f x 2x 4 x 2 f x

x 2 3 x

 
            

 

2

  

                  3 x f x x 2 f x 2x 4 3 x x 2 f x 2x 4 f x 2 x 2                

    Δπεηδή γηα x 2  θαη x 3   είλαη    f x 2 x 2   , ηειηθά    f x 2 x 2   γηα θάζε  x 2,3 . 

 


